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Aufgabe 3.1 (4 Punkte)

Seien Q,Q C R" offen und beschrinkt. Sei Y Q- Q ein C!-Diffeomorphismus mit
l¥llcrq), ||1,U_1||C1@) < 00.Sei 1 < p < oo. Wir definieren die Abbildung

P : W (Q) — WY (Q), u—T:=uo YL

Zeige, dass ¢ ein wohldefinierter topologischer Isomorphismus ist.

Aufgabe 3.2 (6 Punkte)

Sei Q= B1(0)NR” = {x e R" : |x| < 1,x" > 0}. Seien a/ € C}(Q), b’,d € L®(Q) und f € LA(Q).
Sei (a'/) gleichmaRig elliptisch mit Elliptizititskonstante 0 > 0. Sei u € H}(Q) eine schwache
Losung des Randwertproblems

Lu:=— (uifui)]. +biuj+du=f inQ,
u=0 auf dQ.

Beweise, dass u die folgenden schwachen partiellen Ableitungen besitzt und diese

E ekl 2 (5, o)) = € (£ 12y + Ml o)
K
k+1<2n

erfiillen.

Aufgabe 3.3 (6 Punkte)

Sei Q c R" offen und beschrankt. Fiir 1 <i < nseia’ € C{(QxRxR"), b € C/(QxR xR")
und sei f € L?(Q). Wir nehmen an, dass es Konstanten c4, 6 > 0 gibt, so dass fiir alle (x, z, p) €
QxRxR", EeR"undi,je{l,...,n} die Ungleichungen

dat
2) |b(x,z, p)| + g(x,z,p) <ca(l+z| +pl),
da' da'
(3) g(xlzlp) + a_pj(xlzlp) < CA
und
da’ 5

gelten. Seiu € H 1(Q) eine schwache Losung der Gleichung

— (ai(x,u,Du)) +b(x,u,Du) = f.

i



Das heif3t, es gilt fiir alle v € Hé(Q)

/a'(,u,Du)vi +b(-,u, Du)v = /fv
Q Q

Zeige, dass dann auch u € leo C(Q) gilt und fiir alle (' € Q) eine Konstante ¢ = c(c4, 0,Q, (Y')
existiert, so dass
lullp2ry < ¢ (1 + Nlullgq) + 1f l2)
gilt.
Hinweis: Verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der Form

1

D,i‘ai(x,u(x),Du(x)) = %/ % (ai(xt,ut,Dut)) dt.
0

Dabei setzen wir
xp:=t(x+hey)+(1—-1t)x,
up:=tu(x + heg) + (1 —t)u(x),
Du; := t Du(x + hey) + (1 — t) Du(x).

Aufgabe 3.4 (Zusatz) (4 Punkte)

Es gelten die Voraussetzungen von Aufgabe 3.3. Zusitzlich sei der Rand dQ von der Klasse C2
und eine Funktion ¢ € H(Q) gegeben.

Sei u € H'(Q) eine schwache Losung des Randwertproblems
—(a'(x,u, Du)); +b(x,u,Du) = f inQ,
—al(x,u, Du)v; = [ auf 0Q).
Das heifit, es gilt fiir alle v € H!(Q)

/ai(-,u,Du)vi+b(-,u,Du)v:/fv—/(pv.

Q Q o0
Dann ist u € H*(Q) und es gilt

lull ) < ¢ = ¢ (n,€,0,ca, lullmq, | fllizq);, lelmzg) -



