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Aufgabe 3.1 (4 Punkte)

Seien Ω, Ω̃ ⊂ R= offen und beschränkt. Sei # : Ω → Ω̃ ein �1-Diffeomorphismus mit
‖#‖�1(Ω) , ‖#−1‖

�1(Ω̃) < ∞. Sei 1 ≤ ? < ∞. Wir definieren die Abbildung

! : ,1,?(Ω) →,1,?(Ω̃), D ↦→ D̃ := D ◦ #−1.

Zeige, dass ! ein wohldefinierter topologischer Isomorphismus ist.

Aufgabe 3.2 (6 Punkte)

SeiΩ = �1(0) ∩R=+ ≡ {G ∈ R= : |G | < 1, G= > 0}. Seien 0 8 9 ∈ �1(Ω), 1 8 , 3 ∈ !∞(Ω) und 5 ∈ !2(Ω).
Sei (0 8 9) gleichmäßig elliptisch mit Elliptizitätskonstante � > 0. Sei D ∈ �1

0 (Ω) eine schwache
Lösung des Randwertproblems{

!D := −
(
0 8 9D8

)
9
+ 1 8D8 + 3D = 5 in Ω,

D = 0 auf %Ω.

Beweise, dass D die folgenden schwachen partiellen Ableitungen besitzt und diese∑
:,;

:+;<2=

‖D:; ‖!2
(
�1/2(0)∩R=+

) ≤ 2 · (‖ 5 ‖!2(Ω) + ‖D‖�1(Ω)
)

erfüllen.

Aufgabe 3.3 (6 Punkte)

Sei Ω ⊂ R= offen und beschränkt. Für 1 ≤ 8 ≤ = sei 0 8 ∈ �1(Ω × R × R=), 1 ∈ �0(Ω × R × R=)
und sei 5 ∈ !2(Ω). Wir nehmen an, dass es Konstanten 2� , � > 0 gibt, so dass für alle (G, I, ?) ∈
Ω × R × R= , � ∈ R= und 8 , 9 ∈ {1, . . . , =} die Ungleichungen

|1(G, I, ?)| +
����%0 8%G
(G, I, ?)

���� ≤ 2�(1 + |I | + |? |),(2) ����%0 8%I
(G, I, ?)

���� + ����%0 8%? 9
(G, I, ?)

���� ≤ 2�(3)

und

%0 8

%? 9
�8�9 ≥ � |�|2(4)

gelten. Sei D ∈ �1(Ω) eine schwache Lösung der Gleichung

−
(
0 8(G, D, �D)

)
8
+ 1(G, D, �D) = 5 .



Das heißt, es gilt für alle E ∈ �1
0 (Ω)∫

Ω

0 8(·, D, �D) E8 + 1(·, D, �D)E =
∫
Ω

5 E.

Zeige, dass dann auch D ∈ �2
loc(Ω) gilt und für alle Ω′ b Ω eine Konstante 2 = 2(2� , �,Ω,Ω′)

existiert, so dass
‖D‖�2(Ω′) ≤ 2

(
1 + ‖D‖�1(Ω) + ‖ 5 ‖!2(Ω)

)
gilt.
Hinweis: Verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der Form

�ℎ
:
0 8(G, D(G), �D(G)) = 1

ℎ

1∫
0

3

3C

(
0 8(GC , DC , �DC)

)
dC.

Dabei setzen wir
GC := C (G + ℎ4:) + (1 − C) G,
DC := C D(G + ℎ4:) + (1 − C) D(G),

�DC := C �D(G + ℎ4:) + (1 − C)�D(G).

Aufgabe 3.4 (Zusatz) (4 Punkte)

Es gelten die Voraussetzungen von Aufgabe 3.3. Zusätzlich sei der Rand %Ω von der Klasse �2

und eine Funktion ! ∈ �2(Ω) gegeben.
Sei D ∈ �1(Ω) eine schwache Lösung des Randwertproblems{

−(0 8(G, D, �D))8 + 1(G, D, �D) = 5 in Ω,
−0 8(G, D, �D)�8 = ! auf %Ω.

Das heißt, es gilt für alle E ∈ �1(Ω)∫
Ω

0 8(·, D, �D)E8 + 1(·, D, �D)E =
∫
Ω

5 E −
∫
%Ω

!E.

Dann ist D ∈ �2(Ω) und es gilt
‖D‖�2(Ω) ≤ 2 = 2

(
=,Ω, �, 2� , ‖D‖�1(Ω) , ‖ 5 ‖!2(Ω) , ‖!‖�2(Ω)

)
.


