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Aufgabe 6.1 (4 Punkte)

Beweise Theorem 13.3.3 aus dem Vorlesungskript.

Aufgabe 6.2 (2 Punkte)

Beweise Theorem 13.3.5 aus dem Vorlesungskript.

Aufgabe 6.3 (2 Punkte)

Sei Ω ⊂ R= offen und beschränkt mit einem Rand %Ω von der Klasse �1. Wir definieren für
5 ∈ !2(Ω) ein Energiefunktional durch

� : �1
0 (Ω) → R, D ↦→

∫
Ω

(12 |�D |
2 − 5 D).

Zeige, dass � ein eindeutiges Minimum D besitzt.

Aufgabe 6.4 (eine Aufgabe auswählen, eine Aufgabe Zusatz — je 4 Punkte) (4 Punkte)

(A) Sei � := (48)8∈N eine orthonormale Familie in einem Hilbertraum �. Wir definieren auf
� einen Operator durch

%G :=
∑
8∈N
〈G, 48〉48 .

Zeige, dass% einwohldefinierter stetigerOperator ist unddass es einen abgeschlossenen
Unterraum " ⊂ � gibt, so dass % |" = Id" und % |"⊥ = 0 gelten.

(B) Sei (48)8 wie in (A). Definiere

&G :=
∑
8∈N

08 〈G, 48〉4 5 (8) ,

wobei (08)8 ⊂ R eine Nullfolge ist und 5 : N → N injektiv ist. Zeige, dass & ein
wohldefinierter kompakter Operator ist.

Hinweis: Entsprechende Aussagen gelten auch für endliche Summen.

Aufgabe 6.5 (4 Punkte)

Sei 1 ≤ ? < ∞ und 5 ∈ !?(R=). Sei � eine Friedrichsche Glättungsfunktion, �� die zugehörige
Diracfolge. Definiere 5� = 5 ∗ ��. Zeige, dass 5�

!?→ 5 gilt.

Aufgabe 6.6 (Zusatz) (4 Punkte)

Sei ( 5:): ⊂ ,1,2(R=) so dass 5: !2
⇁ 5 und (∇ 5:)8 !

2
⇁ 68 für : →∞.

Zeige, dass 5 ∈,1,2(R=) und 68 = (∇ 5 )8 gelten.


