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Aufgabe 5.1 (4 Punkte)

(i) Sei 6 ∈ !1((0, 1)). Beweise, dass D(G) :=
∫ G

0 6 im Raum,1,1((0, 1)) liegt und dass D′ = 6

gilt.
Hinweis: Approximiere 6 durch �0([0, 1])-Funktionen.

(ii) Sei D ∈ ,1,1((0, 1)). Beweise, dass D einen auf [0, 1] stetigen Repräsentanten besitzt
(wieder mit D bezeichnet) und dass dieser D(G) = D(0) +

∫ G

0 D′ erfüllt.
Hinweis: Gilt D ∈ !1

loc((0, 1)) und �D = 0, ist D fast überall konstant.

Aufgabe 5.2 (4 Punkte)

(i) Sei Ω ⊂ R= offen und beschränkt mit einem Rand %Ω von der Klasse �1. Zeige, dass
der Divergenzsatz ∫

Ω

div � =
∫
%Ω

〈�, �〉

auch für � ∈ ,1,?(Ω,R=) gilt, 1 ≤ ? < ∞, wenn man �|%Ω im Sinne des Spursatzes
versteht.

(ii) Bezeichne )? : ,1,?(Ω) → !?(%Ω) die Spuroperatoren. Seien 1 < ?, @ < ∞mit 1
? + 1

@ = 1.
Beweise, dass für D ∈,1,?(Ω) und E ∈,1,@(Ω) folgende Identität gilt:∫

Ω

(D8 · E) +
∫
Ω

(D · E8) =
∫
%Ω
()?D · )@E · 〈�, 48〉).

Aufgabe 5.3 (4 Punkte)

Wir setzen R=+ := {(G1 , . . . , G=) ∈ R= : G= > 0} und R=− := {(G1 , . . . , G=) ∈ R= : G= < 0}. Sei
1 ≤ ? < ∞ und seien D+ ∈ ,1,?(R=+) und D− ∈ ,1,?(R=−) Funktionen mit beschränktem Träger.
Wir nehmen an, dass D+ = D− in !?({G= = 0}) im Sinne des Spursatzes gilt. Zeige, dass dann
D ∈,1,?(R=) gilt, wobei D durch D |R=+ = D+ und D |R=− = D− definiert ist.

Aufgabe 5.4 (4 Punkte)

Sei Ω ∈ R= offen und beschränkt. Seien D ∈ ,1,?(Ω) und Φ : R= → R= ein Diffeomorphismus.
Zeige, dass D ◦Φ ∈,1,?(Φ−1(Ω)) gilt.


