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Aufgabe 4.1 (6 Punkte)

(i) Sei Ω ⊂ R= nichtleer, offen und beschränkt. Seien 0 < 
, � ≤ 1 und :, < ∈ N mit
: + 
 < < + �. Zeige dass es zu jedem � > 0 eine Konstante 2� > 0 gibt, so dass für alle
D ∈ �<,� folgende Ungleichung gilt:

‖D‖
�:,
(Ω) ≤ �‖D‖

�<,�(Ω) + 2�‖D‖�0(Ω).

(ii) Sei nun : = 0, 0 < 
 <= 1 und Ω ein Interval. Zeige, dass �:,
(Ω) ein Banachraum ist.
Zeige, dass dieser nicht separabel ist.

Aufgabe 4.2 (4 Punkte)

Sei R=+ := {(Ĝ , G=) ≡ (G1 , . . . , G=) ∈ R= : G= > 0} der Halbraum. Sei D ∈ �:(R=+). Zeige mit Hilfe
einer Spiegelung höherer Ordnung, dass es eine Fortsetzung D̃ ∈ �:(R=) von D gibt, d. h. es gilt
D̃ |R=+=D . Außerdem gibt es 2(:) > 0, so dass ‖D̃‖�: (R=) ≤ 2(:)‖D‖�: (R=+) gilt.
Hinweis:Mache für G= < 0 den Ansatz

D̃(Ĝ , G=) =
:+1∑
8=1

28 D(Ĝ ,− 1
8 G

=).

Aufgabe 4.3 (4 Punkte)

Sei ∅ ≠ Ω ⊂ R= offen und zusammenhängend. Zeige, dass eine schwach differenzierbare
Funktion D ∈ !1

loc(Ω), die �D = 0 erfüllt, fast überall konstant ist.

Aufgabe 4.4 (2 Punkte)

Sei 1 ≤ ? < =. Zeige, dass eine Ungleichung der Form
‖D‖!?∗ (R=) ≤ 2(=, ?)‖�D‖!?(R=)

nur dann für alle Funktionen D ∈ �1
2 (R=) richtig sein kann, wenn ?∗ = =?

=−? gilt.
Hinweis: Betrachte eine Funktionenfamilie der Form D�(G) = D(�G).


