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Aufgabe 3.1 (8 Punkte)

Sei 
 : R→ R2
eine periodische, nach der Bogenlänge parametrisierte �2

-Kurve mit Periode %

und Länge ! =
∫ %

0 |

′(C)| dC = %, so dass die Normale � : [0, !) → S1

bĳektiv ist und �(C) > 0
für alle C ∈ R gilt.

(i) Zeige, dass für alle C , C0 ∈ R

�(C) =
(
cos'(C , C0) − sin'(C , C0)
sin'(C , C0) cos'(C , C0)

)
�(C0)

mit

'(C , C0) =
∫ C

C0

�(B) dB

gilt.

Hinweis: �′(C) = �(C)��(C). (1 Punkt)
(ii) Zeige, dass es eine Parametertransformation ! : R→ Rmit

�(!(')) = −
(
cos'
sin'

)
gibt.

Hinweis: Die Variable ' ist hier nicht mit der Funktion '(C , C0) zu verwechseln. Aber die
Bezeichnung könnte ein Hinweis auf die Lösung sein. (2 Punkte)

(iii) Definiere die Stützfunktion B : R→ R durch

B(') B
〈(

cos'
sin'

)
, 


(
!(')

)〉
.

Zeige, dass

B(') = sup
C∈R

〈(
cos'
sin'

)
, 
(C)

〉
gilt.

Hinweis: Verwende die üblichen Bedingungen für erste und zweite Ableitungen in einem
Maximum. (2 Punkte)

(iv) Zeige, dass

�
(
!(')

)
=

1
B(') + B′′(') gilt.

Hinweis: Falls aus Aufgabe (ii) keine explizite Form von ! bekannt ist, so kann !′ immer noch
aus der Gleichung �(!(')) = −

(cos'
sin'

)
bestimmt werden. (2 Punkte)

(v) Definiere

�(') B B(')
(
cos'
sin'

)
+ B′(')

(
− sin'
cos'

)
.

Zeige, dass 
(!(')) = �(') gilt. (1 Punkt)



Aufgabe 3.2 (4 Punkte)

Eine rechtshändige Helix mit Radius A > 0 und Ganghöhe ℎ > 0 ist parametrisiert durch


 : R→ R3 , B ↦→ ©­«
A cos 2�B
A sin 2�B
ℎB

ª®¬ .
Bestimme Krümmung und Torsion der Helix.

Bestimme alle Frenetkurven konstanter Krümmung � ≡ : > 0 und Torsion � ≡ $ ∈ R.

Aufgabe 3.3 (4 Punkte)

Sei D : R → R= und 
 : C ↦→ (C , D(C)). Sei A > 0, so dass die Krümmung |�
 | die Ungleichung

|�
 | ≤ 1
A erfüllt. Seien #1 , . . . , #= : R→ R=+1

mit 〈#8 , #9〉 = �8 9 und 〈#8 , 
′〉 = 0. Sei schließlich

� :
{
R × �A(0R= ) → R=+1 ,
(C , (G1 , . . . , G=)) ↦→ 
(C) +∑=

8=1 G
8#8(C) .

(i) Skizziere im Fall = = 2 die Graphen von 
 und �. (0,5 Punkt)
(ii) Zeige, dass � ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. (3,5 Punkte)

Hinweis: Es genügt, diese Aufgabe im Fall n=2 zu bearbeiten.


