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Information / Erinnerung

Fiir Q C RY offen gilt, dass C%(£2) (die Menge stetiger Funktionen mit kompaktem Triger)
dicht in LP(Q) ist, fiir p € [1, oo|.

Eine Funktion ¢ € €°(R") mit ¢ > 0 und fR + ¢ dz = 1 wird als ,Mollifier” bezeichnet, und
() = EiNgo(f) erfiillt die folgenden Approximationseigenschaften: Fiir eine beschrankte und
gleichmiBig stetige Funktion f : RN — R gilt £, := f x ¢ konvergiert gegen f punktweise
und gleichmaBig auf kompakten Mengen. Weiters gilt, dass die Faltung einer LP (RY) Funktion
mit einer C>° (RY) Funktion ebenfalls unendlich oft differenzierbar ist.

Fur ein Polynom P : C — C mit P(z) = Zf: 0@ + 2" bezeichne P(D) den linearen Differential-
operator P(D)u = ZkK:o a*u®) . Fir u € §(R) gilt

FP(D)ul(§) = P(i§)[Ful(§) VEER,

welches sich durch iterativen Anwenden der Rechenregeln fiir erste Ableitungen ergibt. Weiters
gilt der Faltungssatz in verallgemeinerter Form: fiir u,v € L(R) gilt

F(u*v) = Vor[Fu][Ful,

wobei hier F die Transformation im Sinne der temperierten Distributionen bezeichnet
(dawux*v € Cy(R) C 8'(R) aber nicht zwangsliufig in L' (R) oder L?(R)).

Aufgabe 6.1 (Approximation via Faltung)

Es sei  C RY ein Gebiet und Faltung einer Funktion auf ©, entspricht Nullfortsetzung au3erhalb,
Faltung, und anschlieflend wieder Einschrankung auf (2.

a) Zeigen Sie fur f € LP(Q) mit p € [1, 00|, dass lim__,, || f. — f||Lp =0.
b) Zeigen Sie fiir f € L'(), dass

wmmew%/nm
Q

a) Folgern Sie fiir f € Llloc(g) gilt

v € (), v < 1}- (1)

f =0 genau dann, wenn / f(z)v(z)dz =0 fir alle v € € (Q).
Q

Hinweis: Uberlegen Sie zunéchst fiir b) wie ein v € L>°(Q) aussehen miisste damit |v],» = [ o fvdz
(solches muss wegen dem Satz von Hahn-Banach existieren), schrinken Sie diese auf ein etwas
kleineres und beschranktes Gebiet ein (auf eine Weise die den Fehler kontrollierbar lasst) und nutzen
Sie Faltung um gegléttete Versionen dieses v zu erhalten, welche im Supremum (1) liefern.
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Aufgabe 6.2 (Differentialgleichungen via Fouriertransformation)

Im Folgenden wollen wir betrachten, wie die Fouriertransformation als Werkzeug zur Bearbeitung
von Differentialgleichungen genutzt werden kann.

a) Es sei P ein Polynom von Ordnung K > 1 mit P(i£) # 0 fir alle £ € R und wir betrachten fiir
f € 8(R) die lineare Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten)

P(D)u=f aufR.

Zeigen Sie, dass es genau eine Losung u gibt welches u € §(R) erfillt, und dieses u = \/%? f*
FH(y) mit ¥(€) = pi geniigt.

b) Wir haben schon gesehen, dass &1 |£ \/%7 ai‘22 (z) = e~®l fiir @ > 0. Weiters betrachten

wir
—u” U= X (2)

Bestimmen Sie unter der Annahme u = \/% f* F~1(v) (obwohl die Annahmen von a) verletzt
sind) u € §(R) das (2) erfiillt, wobei x die charakteristische Funktion bezeichnet.

c) Wir betrachten die partielle Differentialgleichung die auch als Warmeleitungsgleichung
bezeichnet wird:

9u(t,z) = k24(t,z) fiir (t,2) € (0,00) x R
u(0,2) = g(x) fir x € R

fiir eine Funktion g € §(R), Konstante k£ > 0 und eine Funktion u abhingig von ¢ (Zeit) und x
(Ort). Weiters nehmen wir an (ohne dies im Moment zu rechtfertigen) dass fiir jedes ¢ € (0, 00)
gilt x — u(t,z) € S(R).

Leiten Sie mittels der Fouriertransformation die Formel u(t, x) = [g * K,|(z) her, wobei K, =

\/41% exp (— f—,:t ) den ,Heat-Kernel“ bezeichnet.
OF u

Hinweis. Sie diirfen annehmen, dass ?% = S5t fiur & die Fouriertransformation beziiglich der x

52
e_Za] fira > 0.

. . . _ax” _ 1
Variable. Auflerdem sei daran erinnert, dass & [ac e 2 ] = [{ =

Aufgabe 6.3 (Radontransformation)

Es bezeichne Q = B(0,1) C R? und Q' = [—1, 1] x [0, 7[. Wir definieren

V1—s2
Ri€@) > e@) mit (Rf)so)= [ [0 (e)+s0(0))dt,
_V/1—3s2

T’L9J‘ T

(¢) = (—sin(yp), cos(p))".

a) Zeigen Sie, dass R wohldefiniert, linear und stetig ist.

wobei 9(p) = (cos(¢), sin())

b) Zeigen Sie, dass R der Abschétzung | R f| 120y < | f]L2(q) fir ein ¢ > 0 und jedes f € ()
geniigt, und folgern Sie, dass sich der Operator R zu R : L*(Q) — L?(Q') stetig fortsetzen lisst.

Hinweis: Es gilt det[9(¢), 9+ ()] = 1 fiir alle ¢ € [0, 7[.
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