
Übung zur LV Mathematische Signal- und Bildverarbeitung Universität Graz
Sommersemester 2026 G. Jankowiak

Übungsblatt 5 Abgabe (über Moodle): bis 18. Mai, 23:59
Besprechung: 19. Mai, 09:45

Information / Erinnerung 

Alle auf dem Blatt vorkommenden Funktionen sind komplex-wertig. Die Menge der Schwartz-Funktionen 

ist definiert via

𝒮︀(ℝ) ≔ {𝜎 ∈ 𝐶∞(ℝ) | ∀𝛼, 𝛽 ∈ ℕ0 : |𝜎|𝛼,𝛽 < ∞} mit |𝜎|𝛼,𝛽 = sup
𝑥∈ℝ

|𝑥𝛼𝐷𝛽𝜎(𝑥)|.

Man kann zeigen, dass

ℱ︀ : 𝒮︀(ℝ) → 𝒮︀(ℝ), mit [ℱ︀𝜎](𝜉) = 1√
2𝜋

∫
ℝ

𝜎(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉 d𝑥 für 𝜉 ∈ ℝ (1)

ein linearer Isomorphismus bezüglich der 𝐿2(ℝ)-Norm ist.

Da 𝒮︀(ℝ) dicht in 𝐿2(ℝ) liegt, lässt sich ℱ︀ : 𝐿2(ℝ) → 𝐿2(ℝ) als Erweiterung der Transformation (1) 

definieren und entspricht einem linearen Isomorphismus, besitzt aber nicht zwangsläufig eine 

Integraldarstellung.

Weiters bezeichne 𝒮︀′(ℝ) die Menge der temperierten Distributionen, der Raum der linearen stetigen 

Funktionen auf (𝒮︀(ℝ), {| ⋅ |𝛼,𝛽}
𝛼,𝛽

). Man bemerke, dass (𝒮︀(ℝ), {| ⋅ |𝛼,𝛽}
𝛼,𝛽

) kein normierter Raum ist 

und 𝜎𝑛 → 𝜎 bedeutet, dass |𝜎𝑛 − 𝜎|𝛼,𝛽 → 0 für alle 𝛼, 𝛽 ∈ ℕ0.

Auf 𝒮︀′(ℝ) lässt sich linear bijektiv (und homöomorph, wobei wir nicht davon gesprochen haben, was die 

passende Topologie ist)

ℱ︀ : 𝒮︀′(ℝ) → 𝒮︀′(ℝ), mit [ℱ︀𝑢](𝜎) = [𝑢](ℱ︀𝜎) ∀𝜎 ∈ 𝒮︀(ℝ), 𝑢 ∈ 𝒮︀′(ℝ)

definieren. Man bemerke, dass all diese verschiedenen Definitionen übereinstimmen, wo es Sinn ergibt.

Zur Erinnerung: Es gilt für jede Funktion 𝑓 ∈ 𝐿2([−𝑙, 𝑙]):

𝑓(𝑥) = ∑
∞

𝑘=−∞
𝑐𝑘𝑒𝑖𝜋

𝑙 𝑘𝑥 f. ü. a. 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙], mit 𝑐𝑘 = 1
2𝑙

∫
𝑙

−𝑙
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜋

𝑙 𝑘𝑡 d𝑡,

die Fourierreihe mit Fourierkoeffizienten 𝑐𝑘. Für 𝑓  sodass die periodische Fortsetzung stetig 

differenzierbar ist, gilt die Gleichheit auch punktweise mit gleichmäßiger Konvergenz der Reihe.

Aufgabe 5.1 (Zusammenhang Fourierreihe und Transformation)

Es sei 𝑓 : ℝ → ℂ stetig differenzierbar mit kompakten Träger in [−ℓ0, ℓ0] und es gelte

∫
∞

−∞
[ℱ︀𝑓](𝜉)𝑒𝑖𝑥𝜉 d𝜉 = lim

𝛿𝜉→0
𝛿𝜉 ∑

𝑘∈ℤ
[ℱ︀𝑓](𝑘𝛿𝜉)𝑒𝑖𝑘𝛿𝜉𝑥

für alle 𝑥 ∈ ℝ, d.h. der Grenzwert passender zugehörigen Riemannsummen.

Betrachten Sie die Fourierreihe der Funktion 𝑓 : [−ℓ, ℓ] → ℂ für ℓ > 𝑙0 (entsprechend 

eingeschränkt), finden Sie einen Zusammenhang zwischen 𝑐𝑘 und ℱ︀𝑓  und folgern Sie

𝑓(𝑥) = 1√
2𝜋

∫
∞

−∞
[ℱ︀𝑓](𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑥 d𝑥.
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Aufgabe 5.2 (Reguläre temperierte Distributionen)

Es sei 𝑓 ∈ 𝐿1
loc(ℝ) die Menge der Äquivalenzklassen messbarer Funktionen, die fast überall gleich 

sind und deren Einschränkung auf eine beliebige kompakte Menge 𝐾 ⊂ ℝ in 𝐿1(𝐾) liegt. Man 

kann mittels

𝑇𝑓 : 𝒞︀∞
𝐶 (ℝ) → ℝ, 𝑇𝑓(𝑢) = ∫

ℝ
𝑢(𝑥)𝑓(𝑥) d𝑥

eine Distribution definieren.

a) Zeigen Sie: falls ein 𝑘 ∈ ℕ existiert, sodass 𝑔(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥)/(1 + |𝑥|2)𝑘
 (global) integrierbar ist, so 

folgt, dass 𝑇𝑓  eine temperierte Distribution ist und die Integraldarstellung auch für 𝑢 ∈ 𝒮︀(ℝ) gilt.

b) Finden Sie ein Beispiel für 𝑓 ∈ 𝐿1
loc(ℝ), sodass 𝑇𝑓  keine temperierte Distribution ist.

Hinweis. Achtung, 𝑇𝑓  ist als Funktional auf 𝒞︀∞
𝐶 (ℝ) definiert. Um es als Funktional auf 𝒮︀(ℝ) zu 

verstehen, muss man den Integral-Operator erweitern (𝒞︀∞
𝐶 (ℝ) ist eine dichte Teilmenge von 𝒮︀(ℝ)); 

daher entspricht im Allgemeinen 𝑇𝑓  in 𝒮︀(ℝ) nicht der Integraldarstellung.

Aufgabe 5.3 (Abtasttheorem bandbegrenzte Funktionen)

Man nennt eine Funktion 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) 𝑊 -bandbegrenzt (für 𝑊 > 0), falls der Träger deren 

Fouriertransformation in [−𝑊, 𝑊] liegt. Wir wollen das Shannon–Whittaker Abtasttheorem 

beweisen: Sei 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) und 𝑊 -bandbegrenzt, dann gilt 𝑓 = ̃𝑓  fast überall für ein ̃𝑓 ∈ 𝒞︀0(ℝ) und

̃𝑓(𝑥) = ∑
∞

𝑘=−∞

̃𝑓(𝑘 𝜋
𝑊

) sinc(𝑊𝑥 − 𝑘𝜋) ∀𝑥 ∈ ℝ,

wobei sinc(𝑡) ≔ sin(𝑡)/𝑡 eine gerade analytische Funktion auf ℝ (eine ganze Funktion) ist.

a) Beweisen Sie das Shannon–Whittaker Theorem anhand der folgenden Schritte:

• Zeigen Sie, dass die Inversionsformel anwendbar ist.

• Es sei

𝜑(𝑧) ≔ [ℱ︀𝑓](𝑊
𝜋

𝑧), 𝜓𝑥(𝑧) ≔ 𝑒𝑖𝑥𝑊
𝜋 𝑧, ∀𝑧 ∈ [−𝜋, 𝜋[.

Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten 𝑐𝑘(𝜑) und 𝑐𝑘(𝜓𝑥).
• Folgern Sie ̃𝑓(𝑥) = √𝑊/(2𝜋2)⟨𝜑, 𝜓𝑥⟩𝐿2([−𝜋,𝜋]), und folgern Sie daraus das Shannon–

Whittaker Theorem mittels der Fourierreihen von 𝜑 und 𝜓𝑥.

b) Gegeben sei 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) mit beschränktem Träger und bandbegrenzt. Zeigen Sie, dass 𝑓  die 

Nullfunktion ist.
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