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Erinnerung 

Für 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑑) ist die Fouriertransformation ℱ︀ durch

ℱ︀ : 𝐿1(ℝ𝑑) → 𝒞︀𝑏(ℝ𝑑), [ℱ︀𝑓](𝜉) = 1
(2𝜋)𝑑

2
∫

ℝ𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜉⋅𝑥 d𝑥 für 𝜉 ∈ ℝ𝑑

definiert, wobei 𝒞︀𝑏(ℝ𝑑) die Menge der beschränkten steigen Funktionen bezeichnet. ℱ︀ ist stetig: 

‖ℱ︀𝑓)‖∞ ≤ 1
(2𝜋)

𝑑
2

‖𝑓‖𝐿1  und es gilt der Faltungssatz:

ℱ︀(𝑓 ∗ 𝑔) = (2𝜋)𝑑
2 ℱ︀(𝑓)ℱ︀(𝑔) für 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ𝑑).

Aufgabe 4.1 (Langzeit-Verhalten des Fouriertransformation)

Es bezeichne 𝒞︀0(ℝ) die Menge der abklingenden stetigen Funktionen (d.h. für 𝑔 ∈ 𝒞︀0(ℝ) gilt 

‖𝜉𝑛‖ → ∞ ⇒ lim𝑛→∞ 𝑔(𝜉𝑖) = 0). Zeigen Sie, dass ℱ︀ : 𝐿1(ℝ) → 𝒞︀0(ℝ) gilt, also dass die 

Fouriertransformierte einer 𝐿1 Funktion abklingend ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst dass für 𝑎 < 𝑏 die Funktion ℱ︀(𝜒[𝑎,𝑏]) abklingend ist, und nutzen Sie 

passende Dichtheitsargumente.

Aufgabe 4.2 (Fouriertransformation und Halbgruppeneigenschaft) Berechnen Sie, für 𝑡 > 0, die 

Fouriertransformierte von 𝑓𝑡 : ℝ → ℝ und 𝑔𝑡 : ℝ𝑑 → ℝ gegeben durch

𝑓𝑡(𝑥) = 1
𝜋𝑡

1
1 + 𝑥2

𝑡2

, 𝑔𝑡(𝑥) = 1
(4𝜋𝑡)𝑑/2 𝑒− |𝑥|2

4𝑡 .

Zeigen Sie die Halbgruppeneigenschaft 𝑓𝑡 ∗ 𝑓𝑠 = 𝑓𝑡+𝑠 und 𝑔𝑡 ∗ 𝑔𝑠 = 𝑔𝑡+𝑠 für alle 𝑠, 𝑡 > 0.

Aufgabe 4.3 (Diskrete und schnelle Fouriertransformation)

Für 𝑁 ∈ ℕ und 𝑈, 𝑉 ∈ ℂ𝑁 , 𝑈 = (𝑈0, …, 𝑈𝑁−1) ist die diskrete Fouriertransformation und deren 

Inverse gegeben durch

ℱ︀ : ℂ𝑁 → ℂ𝑁

(ℱ︀𝑈)𝑙 = 1√
𝑁

∑
𝑁−1

𝑘=0
𝑈𝑘𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑙

𝑁

ℱ︀−1 : ℂ𝑁 → ℂ𝑁

(ℱ︀−1𝑉 )
𝑘

= 1√
𝑁

∑
𝑁−1

𝑙=0
𝑉𝑙𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑙

𝑁 .

a) Zeigen Sie, dass für die periodische Faltung 𝑈 ⊛ 𝑉  von 𝑈, 𝑉 ∈ ℂ𝑁  mit

𝑈 ⊛ 𝑉 ∈ ℂ𝑁 (𝑈 ⊛ 𝑉 )𝑘 = ∑
𝑁−1

𝑙=0
𝑈𝑙𝑉(𝑘−𝑙) mod 𝑁 für 𝑘 ∈ {0, …, 𝑁 − 1}

der Faltungssatz ℱ︀(𝑈 ⊛ 𝑉 ) =
√

𝑁(ℱ︀𝑈)(ℱ︀𝑉 ) (mit komponentenweiser Multiplikation) gilt.
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b) Zeigen Sie für 𝑁  gerade und 𝑙 = 0, …, 𝑁/2 − 1 die Identitäten

(ℱ︀𝑈)2𝑙 = 1√
𝑁

∑
𝑁/2−1

𝑘=0
(𝑈𝑘 + 𝑈𝑘+𝑁/2)𝑒−2𝜋𝑖 𝑘𝑙

𝑁/2 ,

(ℱ︀𝑈)2𝑙+1 = 1√
𝑁

∑
𝑁/2−1

𝑘=0
𝑒−2𝜋𝑖 𝑘

𝑁 (𝑈𝑘 − 𝑈𝑘+𝑁/2)𝑒−2𝜋𝑖 𝑘𝑙
𝑁/2 .

c) Es sei 𝑁 = 2𝑛 für 𝑛 ∈ ℕ. Leiten Sie aus den Identitäten in b) eine Formel zur Berechnung der 

Fouriertransformation eines Vektors der Länge 𝑁  mittels zwei Fouriertransformationen der 

Länge 𝑁/2 ab. Folgern Sie daraus eine rekursive Berechnungsmethode und zeigen Sie, dass diese 

die diskrete Fouriertransformation und die periodische Faltung der Länge 𝑁  in 𝒪︀(𝑁 log(𝑁)) 

elementaren Rechenschritten bewältigen kann (man spricht von Fast Fourier Transform).

Aufgabe 4.4 (Segmentierte Faltung)

Es sei 𝑀 = 2𝑛 für ein 𝑛 ∈ ℕ und 𝑁 = 𝐾𝑀  für ein 𝐾 ∈ ℕ. Es sei 𝑈 ∈ ℂ𝑁  und 𝑉 ∈ ℂ𝑀 , wobei 

man den Vektoren 𝑈 = (𝑈0, …, 𝑈𝑁−1) mit der diskreten Funktion (𝑢𝑗)𝑗∈ℤ
 mit 𝑢𝑗 = 𝑈𝑗 für 𝑗 ∈

{0, …, 𝑁 − 1}, und 𝑢𝑗 = 0 sonst identifiziert (analog für 𝑣 und 𝑉 ).

Ziel ist hier, ein Programm zu schreiben, welches die diskrete Faltung (Achtung, nicht die 

periodische Faltung!) 𝑢 ∗ 𝑣 berechnet, und die relevanten Werte wieder in einen Vektor 𝑈 ∗ 𝑉 ∈
ℂ𝑁+𝑀−1 speichert. Dies soll in 𝒪︀(𝑁 log(𝑀)) wie folgt berechnet werden:

• Der Vektor 𝑈  wird in 𝐾 Segmente der Länge 𝑀  zerlegt, d.h. 𝑈 = ( ̃𝑈0, …, ̃𝑈𝐾−1) mit ̃𝑈𝑘 ∈ ℂ𝑀  

für 𝑘 = 0, …, 𝐾 − 1.

• Jedes Segment ̃𝑈𝑘 wird geeignet mittels schneller Fouriertransformation mit 𝑉  gefaltet.

• Die Segmente ̃𝑈𝑘 ∗ 𝑉  werden geeignet zu 𝑈 ∗ 𝑉  zusammengesetzt.

a) Begründen Sie mathematisch ihre Herangehensweise und die resultierende Komplexität.

b) Implementieren Sie eine entsprechende Funktion und testen Sie diese mit 𝑈  und 𝑉  wie folgt:

Setze 𝑁 = 640, 𝑀 = 128 sowie 𝜎 = 10 und definiere

# import numpy as np

U = np.sin(np.arange(N) * np.pi/100) + 0.1*np.random.randn(N)

V=1/(np.sqrt(2*np.pi)*sigma)*np.exp(-(np.arange(M)-(M-1)/2)**2/(2*sigma**2))
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