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Erinnerung

Fir f € L! (Rd) ist die Fouriertransformation F durch

F: L'(RY) = Cyray, [F f1(¢ - / f(z)e 7 d fiir ¢ € R?
2 R4

definiert, wobei €y ga) die Menge der beschrankten steigen Funktionen bezeichnet. F ist stetig:

1F oo < (2;% | fll 1 und es gilt der Faltungssatz:

F(fxg)=0niF(f)F(g)  fir f,g€ L'(R?).

Aufgabe 4.1 (Langzeit-Verhalten des Fouriertransformation)

Es bezeichne € (R) die Menge der abklingenden stetigen Funktionen (d.h. fiir g € Cy(R) gilt
I€,] = 0o = lim,, , . g(§;) = 0). Zeigen Sie, dass F : L' (R) — € (R) gilt, also dass die

Fouriertransformierte einer L! Funktion abklingend ist.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst dass fiir a < b die Funktion ff(x[a’b]) abklingend ist, und nutzen Sie
passende Dichtheitsargumente.

Aufgabe 4.2 (Fouriertransformation und Halbgruppeneigenschaft) Berechnen Sie, fir ¢t > 0, die
Fouriertransformierte von f, : R — R und g, : R? — R gegeben durch

1 1 1 _ =2

filz) = Tl g+(x) = T

Zeigen Sie die Halbgruppeneigenschaft f, * f, = f,,,und g, * g, = g, , furalle s, > 0.

Aufgabe 4.3 (Diskrete und schnelle Fouriertransformation)

Fir N € Nund U,V € CN, U = (U, ...,Uy_; ) ist die diskrete Fouriertransformation und deren
Inverse gegeben durch

F:CN >N Fl.cVN -V
— 1 If Uke—%i% (FV) = 1 Jf Vlezm‘%_
= NS

a) Zeigen Sie, dass fiir die periodische Faltung U ® V von U,V € CV mit

N—-1
=0

der Faltungssatz (U ® V) = vV N(FU)(FV) (mit komponentenweiser Multiplikation) gilt.
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b) Zeigen Sie fiir N gerade und ! =0, ..., N /2 — 1 die Identititen

| N2 o
(FU)y = N Z (Uk + Uk+N/2)6_2ﬂZW7
k=0

N/2-1

]. -k .kl
—2mik —2Ti <5
> e 2N (U, — Upyyp )€ 27N,
k=0

VN

c) Essei N = 2™ fir n € N. Leiten Sie aus den Identitaten in b) eine Formel zur Berechnung der

(?U)Ql-&-l =

Fouriertransformation eines Vektors der Lange N mittels zwei Fouriertransformationen der
Lange N /2 ab. Folgern Sie daraus eine rekursive Berechnungsmethode und zeigen Sie, dass die
die diskrete Fouriertransformation und die periodische Faltung der Linge N in O(N log(N))
elementaren Rechenschritten bewiltigen kann (man spricht von Fast Fourier Transform).

Aufgabe 4.4 (Segmentierte Faltung)
Essei M = 2" fireinn € Nund N = KM firein K € N.Essei U € CN und V € CM, wobei

man den Vektoren U = (Uy, ..., Uy_; ) mit der diskreten Funktion (u;)

i) ez mitu; = U; fur j €

{0,..., N — 1}, und u; = 0 sonst identifiziert (analog fiir v und V).

Ziel ist hier, ein Programm zu schreiben, welches die diskrete Faltung (Achtung, nicht die

periodische Faltung!) u * v berechnet, und die relevanten Werte wieder in einen Vektor U * V' €

CN+M=1 gpeichert. Dies soll in O(N log(M)) wie folgt berechnet werden:

+ Der Vektor U wird in K Segmente der Linge M zerlegt, d.h. U = ([70, e U K—l) mit ffk eCcM
furk=0,..,.K —1.

+ Jedes Segment U . wird geeignet mittels schneller Fouriertransformation mit V' gefaltet.

- Die Segmente U . * V werden geeignet zu U * V zusammengesetzt.

a) Begriinden Sie mathematisch ihre Herangehensweise und die resultierende Komplexitit.

b) Implementieren Sie eine entsprechende Funktion und testen Sie diese mit U und V wie folgt:
Setze N = 640, M = 128 sowie o0 = 10 und definiere

# import numpy as np
U = np.sin(np.arange(N) * np.pi/100) + 0.1*np.random.randn(N)

V=1/(np.sqrt(2*np.pi)*sigma)*np.exp(-(np.arange(M)-(M-1)/2)**2/(2*sigma**2))

se
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