Ubung zur LV Mathematische Signal- und Bildverarbeitung Universitat Graz

Sommersemester 2026 G. Jankowiak
Ubungsblatt 2 Abgabe (iiber Moodle): bis 23. Marz, 23:59
Besprechung: 24. Marz, 9:45

Beispiel 2.1 (Konkretes Histogramm)

Es sei = [0, 1]2. Berechnen Sie das Histogramm der Funktion u : Q — [0, 1]
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beziiglich des Lebesgue-Maf3es auf (2.
Beispiel 2.2 (Histogramme regularer Funktionen)

Es sei Q = (0,1)% und u € C'(€, R) mit Vu(zx) # 0 fiir alle z € Q. Weiters sei E C R eine
abzéhlbare Menge und H,, das Histogramm beziiglich des Lebesgue-Maf3es.

a) Zeigen Sie, dass H,,(E) = 0im Falld = 1.
b) Zeigen Sie, dass H,(E) = 0 im Fall d > 1.

Hinweis: Sie kénnen verwenden, dass das Maf} eines Graphen {(z, f(z)) € R? | z € R%"!} einer
Funktion f : R%"1 — R gleich Null ist.

Bemerkung: Dieses Beispiel veranschaulicht, dass die Histogramme von Funktionen deren Ableitung
nirgends verschwindet keinen diskreten Anteil besitzen, und damit die Funktion jeden Wert fast
iiberall nicht annimmt.

Beispiel 2.3 (Separierbarkeit diskreter Filtermasken)

Analog zur  kontinuierlichen® linearen Filterung lasst sich auch eine diskrete Version definieren, d.h.
fir U : 2% — Rgilt
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wobei H endlichen Support haben muss, und damit insbesondere als Matrix (Filtermaske) H €
RZr+1)x(2r+1) dargestellt werden kann.

Eine Maske H wird separabel genannt, falls H = F' ® G d.h. H;; = F;G, fiir eindimensionale
Filtermasken F, G € R?7+1,

a) Geben Sie ein Verfahren an, welches fiir ein H € RZm+1)*(2r+1) ein n € N, und separable
Filtermasken H,, ..., H, berechnet, so dass

H:H1+H2+...+Hn

gilt und n minimal ist.

b) Bestimmen Sie den Rechenaufwand (Anzahl an Multiplikationen und Additionen) zur ,naiven®
Berechnung der Filterung mit H € R(27+1*(2r+1) in einem Punkt (i, §). Zeigen Sie, dass fiir
separables H diese Berechnung in (4r + 2) Multiplikationen und Additionen durchfihrbar ist,
und folgern Sie den Rechenaufwand der Faltung mittels Zerlegung in a) in Abhéngigkeit von n

(der Rechenaufwand des Zerlegens soll nicht beriicksichtigt werden).



Bemerkung: Wie Punkt a) zeigt, lasst sich durch Separieren der Rechenaufwand der Filterung
signifikant reduzieren, falls die Matrix H niedrigen Rang hat. Zwar ist auch das Zerlegen mit einem
gewissen Rechenaufwand verbunden, dieser muss aber nur einmal durchgefiithrt werden, wihrend
die Zerlegung dann einen Vorteil bei der Berechnung jedes Pixels liefert.

Beispiel 2.4 (Isodata Segmentierung) Es sei U : {0, ..., N} x {0, ..., M} — {0, ..., S} ein diskretes
Bild mit diskretem Wertebereich zwischen 0 und S € N. Ein Verfahren um U in ein Schwarz-Weif3
Bild U zu transformieren (zu segmentieren) ist thresholding, wobei fiir einen Schwellwert

(threshold) s, gilt

h

(z) = {1 falls U(z) > s,

|0 falls U(z) < sy’

Eine klassische Wahl dieses Schwellwerts ist, s, so zu wahlen, dass
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wobei der Fall s, = S das rechte Integral als S verstanden wird, auch im Fall g. Schreiben Sie ein
Programm, welches eine automatische Schwellwertwahl anhand der Fixpunktiteration 56‘+1 =
F(s{) berechnet, und anschlieBende Segmentierung anhand Schwellwertbildung durchfiihrt. Testen

Sie dieses Programm anhand des Bildes'.
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