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Definition Fiir y € R% und A € R%*4, definiere
. Rd d —
t, : R — R, ty,(r) =z +y,
und
dy: R4 — RY dy(z) = Ax.

Damit kénnen die lineare Operatoren fiir Verschiebung und lineare Koordinatentransformation auf
(64 (Rd) definiert werden:

T,:¢(RY) = €(RY), T,(u)=uot,,

Yy

und
D, :C(RY) — C(R?), Dy(u)=uody.
Beispiel 1.1 (Koordinatentransformation)

Es seien 2, Q' C R? offen und es bezeichne ¢ : Q — Q' einen C* Diffeomorphismus — das heift ¢
ist bijektiv, stetig differenzierbar und gleiches gilt fiir die Umkehrfunktion — sodass es eine
Konstante ¢ > 0 gibt fiir welche | det(Vp(z))| > c fir alle z € Q. Es seip € [1,00] und ) :

LP(QY) — LP(2) mit [ (f)](z) = f(e(x)) definiert.

1. Zeigen Sie, dass ¢ wohldefiniert ist und einer linearen stetigen Funktion entspricht.

2. Finden Sie fiir jedes p € [1,00) ein Beispiel in der die Annahme an die Determinante verletzt ist
(aber Diffeomorphismus) und % nicht wohldefiniert ist.

3. Zeigen Sie, dass wenn auch | det(Vyp ! (y))| > c fiir eine Konstante ¢ > 0 und alle y € ', so ist
1 stetig invertierbar und bestimmen Sie die Inverse. Zeigen Sie weiter, dass T} : L? (Rd) —
Lp (Rd) und D 4 : LP (Rd) — L? (]Rd) mit A reguldr wohldefiniert und stetig sind und berechnen

Sie deren Inversen.
Beispiel 1.2 (Interpolationsfunktionen)

Es sei ¢ : R — R eine Interpolationsfunktion, das heifit ¢(i) = 49 fiir i € Z und es bezeichne ¢, die
Funktion gegeben durch ¢;(z) = ¢(z — 7). Ferner gelte ¢ > 0 auf R sowie 3°.  ¢(z) = 1 fiir alle
z eR

Wichtige Beispiele fiir ¢ sind folgende:
« die ,nearest-neighbor” Interpolation:

8 (z) = {1 wenn x € [—

,3)s

N[

0 sonst.

« die stiickweise lineare Interpolation:



z+ 1 wenn z € [—1,0),
¢'(z) =< 1—x wenn z € [0,1),
0 sonst.

1. Zeigen Sie, dass fiir eine Folge (U;),_, € {*° und u = Ziez U, ¢, die Ungleichung inf; U, <
u(x) < sup, U, fiir alle x € R gilt, sowie dass die obige Eigenschaften fiir ¢* und ¢° (den
Interpolationsfunktionen fiir stiickweise lineare Interpolation bzw. nearest neighbor
interpolation) gelten.

Es sei 2 = [0,1] und fiir N € N die Partition @ = UY, Q, mit Q; = [, %[ firi =0,...,N — 1. Es
bezeichne My : L1(][0,1]) — RY den Operator der Mittelwert-Abtasten vornimmt, dass helﬁt fiir
u € L1([0,1]) gilt (Mu), = ﬁ fQ udz und ¢%; : RY — L*(Q) sodass (¢JU)(z) = U, falls z €
Q, 1

2. Zeigen Sie, dass ¢Q M in L! stark gegen die Identitit konvergiert, d.h. fiir alle u € L () gilt
limy oo [of Myu —ul 1 = 0.

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zunichst fiir stetiges v und nutzen Sie das C(2) dicht in L!(Q)
liegt.

Beispiel 1.3 (Programmier-Aufgabe: Interpolation und Abtastung)

Gegeben sei ¢ : R? — R?, mit (z,y) = Dy, , (2, y) mit a(z,y) = 0.57(z* 4+ y*) und D,, die
Rotation um den Ursprung um den Winkel a.. Weiters sei ein diskrete Bild U gegeben mit
zugehorigem kontinuierlichem Bild u : [—1,1]2 — R das via bilinearer Interpolation entstanden ist.
Die bilineare Interpolation kann (dhnlich wie in Beispiel 1.1) so definiert werden:

= > Y Ujel@el(),

0<i<N 0<j<M

wobei Uy; = u(24 — 1,24 — 1) miti € {0, ..., N}, j € {0, ..., M}. Die Auflosung ist dann (N +
1 x M + 1). Weiters bezeichne v = ¢ (u) (im Sinne von Beispiel 1.1), und V' ein zugehoriges
diskretes Bild das via punktweisem Abtasten entsteht.

Schreiben Sie ein Funktion myrotation(U), welches fiir gegebenes Bild U, das Bild V' bestimmt.
Dabei setzen Sie u auierhalb von [—1, 1] mit 0 fort. Dabei sollen Sie keine vorgefertigte Funktion
zur Berechnung der Interpolation verwenden! Testen Sie ihre Implementierung anhand des Bildes.
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