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Definition Für 𝑦 ∈ ℝ𝑑 und 𝐴 ∈ ℝ𝑑×𝑑, definiere

𝑡𝑦 : ℝ𝑑 → ℝ𝑑, 𝑡𝑦(𝑥) = 𝑥 + 𝑦,

und

𝑑𝐴 : ℝ𝑑 → ℝ𝑑, 𝑑𝐴(𝑥) = 𝐴𝑥.

Damit können die lineare Operatoren für Verschiebung und lineare Koordinatentransformation auf 

𝒞︀(ℝ𝑑) definiert werden:

𝑇𝑦 : 𝒞︀(ℝ𝑑) → 𝒞︀(ℝ𝑑), 𝑇𝑦(𝑢) = 𝑢 ◦ 𝑡𝑦,

und

𝐷𝐴 : 𝒞︀(ℝ𝑑) → 𝒞︀(ℝ𝑑), 𝐷𝐴(𝑢) = 𝑢 ◦ 𝑑𝐴.

Beispiel 1.1 (Koordinatentransformation)

Es seien Ω,Ω′ ⊂ ℝ𝑑 offen und es bezeichne 𝜑 : Ω → Ω′ einen 𝐶1 Diffeomorphismus — das heißt 𝜑 

ist bijektiv, stetig differenzierbar und gleiches gilt für die Umkehrfunktion — sodass es eine 

Konstante 𝑐 > 0 gibt für welche | det(∇𝜑(𝑥))| ≥ 𝑐 für alle 𝑥 ∈ Ω. Es sei 𝑝 ∈ [1,∞] und 𝜓 :
𝐿𝑝(Ω′) → 𝐿𝑝(Ω) mit [𝜓(𝑓)](𝑥) = 𝑓(𝜑(𝑥)) definiert.

1. Zeigen Sie, dass 𝜓 wohldefiniert ist und einer linearen stetigen Funktion entspricht.

2. Finden Sie für jedes 𝑝 ∈ [1,∞) ein Beispiel in der die Annahme an die Determinante verletzt ist 

(aber Diffeomorphismus) und 𝜓 nicht wohldefiniert ist.

3. Zeigen Sie, dass wenn auch | det(∇𝜑−1(𝑦))| ≥ 𝑐 für eine Konstante 𝑐 > 0 und alle 𝑦 ∈ Ω′, so ist 

𝜓 stetig invertierbar und bestimmen Sie die Inverse. Zeigen Sie weiter, dass 𝑇𝑦 : 𝐿𝑝(ℝ𝑑) →
𝐿𝑝(ℝ𝑑) und 𝐷𝐴 : 𝐿𝑝(ℝ𝑑) → 𝐿𝑝(ℝ𝑑) mit 𝐴 regulär wohldefiniert und stetig sind und berechnen 

Sie deren Inversen.

Beispiel 1.2 (Interpolationsfunktionen)

Es sei 𝜙 : ℝ → ℝ eine Interpolationsfunktion, das heißt 𝜙(𝑖) = 𝛿0𝑖  für 𝑖 ∈ ℤ und es bezeichne 𝜙𝑖 die 

Funktion gegeben durch 𝜙𝑖(𝑥) = 𝜙(𝑥 − 𝑖). Ferner gelte 𝜙 ≥ 0 auf ℝ sowie ∑𝑖∈ℤ 𝜙(𝑥) = 1 für alle 

𝑥 ∈ ℝ.

Wichtige Beispiele für 𝜙 sind folgende:

• die „nearest-neighbor“ Interpolation:

𝜙0(𝑥) = {1 wenn 𝑥 ∈ [−1
2 ,

1
2),

0 sonst.

• die stückweise lineare Interpolation:



𝜙1(𝑥) =
{

𝑥+ 1 wenn 𝑥 ∈ [−1, 0),
1 − 𝑥 wenn 𝑥 ∈ [0, 1),
0 sonst.

1. Zeigen Sie, dass für eine Folge (𝑈𝑖)𝑖∈ℤ ∈ ℓ∞ und 𝑢 = ∑𝑖∈ℤ 𝑈𝑖𝜙𝑖 die Ungleichung inf𝑖 𝑈𝑖 ≤
𝑢(𝑥) ≤ sup𝑖 𝑈𝑖 für alle 𝑥 ∈ ℝ gilt, sowie dass die obige Eigenschaften für 𝜙1 und 𝜙0 (den 

Interpolationsfunktionen für stückweise lineare Interpolation bzw. nearest neighbor 

interpolation) gelten.

Es sei Ω = [0, 1] und für 𝑁 ∈ ℕ die Partition Ω = ∪𝑁
𝑖=1 Ω𝑖 mit Ω𝑖 = [ 𝑖𝑁 ,

𝑖+1
𝑁 [ für 𝑖 = 0,…,𝑁 − 1. Es 

bezeichne 𝑀𝑁 : 𝐿1([0, 1]) → ℝ𝑁  den Operator der Mittelwert-Abtasten vornimmt, dass heißt für 

𝑢 ∈ 𝐿1([0, 1]) gilt (𝑀𝑢)𝑖 = 1
|Ω𝑖|

∫
Ω𝑖
𝑢d𝑥 und 𝜙0𝑁 : ℝ𝑁 → 𝐿1(Ω) sodass (𝜙0𝑁𝑈)(𝑥) = 𝑈𝑖 falls 𝑥 ∈

Ω𝑖.

2. Zeigen Sie, dass 𝜙0𝑁𝑀𝑁  in 𝐿1 stark gegen die Identität konvergiert, d.h. für alle 𝑢 ∈ 𝐿1(Ω) gilt 

lim𝑁→∞‖𝜙0𝑁𝑀𝑁𝑢 − 𝑢‖𝐿1 = 0.

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zunächst für stetiges 𝑢 und nutzen Sie das 𝐶(Ω) dicht in 𝐿1(Ω) 
liegt.

Beispiel 1.3 (Programmier-Aufgabe: Interpolation und Abtastung)

Gegeben sei 𝜑 : ℝ3 → ℝ2, mit 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝐷𝛼(𝑥,𝑦)(𝑥, 𝑦) mit 𝛼(𝑥, 𝑦) = 0.5𝜋(𝑥2 + 𝑦2) und 𝐷𝛼 die 

Rotation um den Ursprung um den Winkel 𝛼. Weiters sei ein diskrete Bild 𝑈  gegeben mit 

zugehörigem kontinuierlichem Bild 𝑢 : [−1, 1]2 → ℝ das via bilinearer Interpolation entstanden ist. 

Die bilineare Interpolation kann (ähnlich wie in Beispiel 1.1) so definiert werden:

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑
0≤𝑖≤𝑁

∑
0≤𝑗≤𝑀

𝑈𝑖𝑗𝜑1
𝑖 (𝑥)𝜑1

𝑗 (𝑥),

wobei 𝑈𝑖𝑗 = 𝑢(2 𝑖
𝑁 − 1, 2 𝑗

𝑀 − 1) mit 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁}, 𝑗 ∈ {0, ...,𝑀}. Die Auflösung ist dann (𝑁 +
1 ×𝑀 + 1). Weiters bezeichne 𝑣 = 𝜓(𝑢) (im Sinne von Beispiel 1.1), und 𝑉  ein zugehöriges 

diskretes Bild das via punktweisem Abtasten entsteht.

Schreiben Sie ein Funktion myrotation(U), welches für gegebenes Bild 𝑈 , das Bild 𝑉  bestimmt. 

Dabei setzen Sie 𝑢 außerhalb von [−1, 1]2 mit 0 fort. Dabei sollen Sie keine vorgefertigte Funktion 

zur Berechnung der Interpolation verwenden! Testen Sie ihre Implementierung anhand des Bildes.
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