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L'inégalité de Sobolev

Le cas critique

Théoreme (Aubin, 1976 et Talenti, 1976)

Slu] = SqllVullz — llu

avec égalité si u est de la forme

2.>0 VYueH, (1)

1
(1+x2)7

us(x) =
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Théoreme (Aubin, 1976 et Talenti, 1976)
i?:;:lités
Su] == Sd||Vu||§—||u % >0 Vue H, (1)
avec égalité si u est de la forme
1
Ue(X) = ———,
(1+x2)=

et ou
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L'inégalité de Sobolev

Le cas critique

Théoreme (Aubin, 1976 et Talenti, 1976)

S[u] := S4||Vul]3 — ||ul|3- >0 YueH,

avec égalité si u est de la forme

1

us(x) = W :

et ou

. od o rd))?
2=9—2 ¢ 5d_7rd(d—2)<r(g)>

(1) contient les injections H! — [P, p € (2,2*].

(1)
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L'inégalité de
Hardy-Littlewood-Sobolev

Théoreme (Lieb (83))

HIV o= ol — [ -8y 20 vve s,
d+2

avec égalité si v est de la forme

d+2
2

Vie(x) = (1 + |x]?)”

(2)
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Deux Théoréme (Lieb (83))

inégalités

HIv] == Sqllv[% — / v(-A)"lv >0 VYve L3tz . (2
d+2

avec égalité si v est de la forme
_ds2
v(x) = (L+[x*) 72
Applications, principalement pour des probléemes d’existence :
e Physique quantique, modéles d'étoiles a neutrons

e Chemotaxie p.ex. Keller-Segel*
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Les deux inégalités

Slu] = SallVull3 — [lul3. >0,

HIV] = Sallv]|% — / V(A Ty >0,
d+2

Uy =

v
(1+x)7
= (1+ )%
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Les deux inégalités

Slu] = SqllVullz — ||ull3- >0,

MV = SollvIia, ~ [v(-8) vz 0
d+2

Remarques pas tres malines :
d+2
® Vv, = u£72 = Uf

o S[u] =H[u] =0
o H[u%) = Sqlluld — [ u9(~A)1u

Uy =

1

(1+x12)%
= (1+x)~F
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Les deux inégalités

Slul = SqllVull3 = llull3- >0, . =

HM—&mﬁw;/wﬂrWza v = (14 xP)~ %
d+2

Remarques pas tres malines :
d+2
® Vv, = u£72 = Uf

o S[u] =H[u] =0
o H[u%) = Sqlluld — [ u9(~A)1u

Les deux inégalités sont duales, de plusieurs facons...

‘ Q
N

(1+x?)=

+2
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Dualité de Legendre
Lieb (83)

La tranformée de Legendre F* de F est

F ] = sup (/ v — F[v]> |
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F ] = sup (/ v — F[v]> |

Dans notre cas on a

1 *
(s 3003 ) = v 30

(uH;Sd/WuF) =V S /

Etcomme R < F = F'>F,onaS>0=H >0.
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Développement du carré

On prend u et v = U2 = 49, et avec o = Sallull3.
0< / IV (au+ (—A)_lv){2
_ a2 2 -1 2
= /IVUI +2a/VuV(—A) v+/(V(—A)v)
:a2/|Vu|2—2a/ uv +/v(—A)1v
u?
_8
= SllllZ7 [Sa [ 1902 = JulB.] - Salviy + [ v(-a)

_8
et donc Sq||ul|$-2S[u] > H[u].
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Deux 8

inégalites C||U||SZ2S[U] > H[uf] (3)

Questions :
e Est-ce qu'on peut faire mieux que C = S, 7
e Est-ce qu'il existe une fonction extrémale (telle qu'on ait
égalité) ?
Autrement dit, que vaut

8
d-2

1< Sdq — Sallull3* S[u]
Ce ™ Huizo  H[uI]

et existe-t-il une fonction minimisante ?
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Idée : linéariser autour des profils d’'Aubin-Talenti

SL[f] :== lim € 2(S[ux(1 + €f)] — S[us])
=50 (1978 - atd+2) [ 50

HL[f] = lim e 2(H[(u«(1 4 €£))9] — H[uI])

e—0

B (Zt;) <d(d1+ 2) / (1 +f|2x|2)2

f L f
| @ |x|2)2>

On a donc

Sq . SL[f]

<
C. = rekertn  d2(d + 2)2HL[f]
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Maintenant on peut décomposer f sur les (f;);>> tels que

Af, = '7](/ et /f’2 =
TR IR (T+ xP2)2 ~
Donc
SL[f] = Za (ui —d(d +2)) Za Ci
1
_ 2
HL[f]*Z (d(d+2 u,> Za o

¢i = dipid(d + 2) et SL[f] < po d(d + 2)HL[f], avec égalité
sif=h.

Finalement

. Ul d+4
feker LH  d2(d +2)2HL[f]  d
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Maintenant on peut décomposer f sur les (f;);>> tels que

Af, = '7](/ et /f’2 =
TR IR (T+ xP2)2 ~
Donc
SL[f] = Za (ui —d(d +2)) Za Ci
1
_ 2
HL[f]*Z (d(d+2 u,> Za o

¢i = dipid(d + 2) et SL[f] < po d(d + 2)HL[f], avec égalité
sif=h.

Finalement

. Ul d+4
feker LH  d2(d +2)2HL[f]  d

> 11
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L'équation de diffusion rapide

vi = AV”

e m > 1: équation des milieux poreux, une solution a
support compact reste a support compact

m = 1 : équation de la chaleur

m < 1 : équation de diffusion rapide

m < % . extinction en temps fini

On va s'intéresser au cas m = d+2 =1/q.
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vi = AV”

e m > 1: équation des milieux poreux, une solution a
L'equation de support compact reste a support compact
E;gﬁﬂse‘on e m =1 : équation de la chaleur
e m < 1 : équation de diffusion rapide
e m< % . extinction en temps fini
On va s'intéresser au cas m = Z—jé =1/q.
Toujours avec v = u9 on a

—%%H[v] = (/ vm+1> ‘ S[u].
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Inégalité non-linéaire

L'idée de Dolbeault (2011) est d'intégrer le long du flot, on
obtient alors

_8
CllullZ?S > H,

mais avec C > 5.
Avec la nouvelle estimation, on peut utiliser la méme méthode
et trouver une inégalité non-linéaire

d-2
0 (|u||2:' s) > %

avec x — x — (x) positive, convexe, et nulle seulement en 0.
Ceci permet (...) de voir qu'une suite minimisante de

2 minimise en fait S.
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Conclusion

e On devrait avoir optimalité, avec C, = diHSd

e Extension a la dimension d = 2 : oui avec Onofri et HLS
logarithmique



	Deux inégalités
	Linéarisation
	L'équation de diffusion rapide, vers l'optimalité ?

